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Введение . Идея описания космологического красного смещения без обращения к динамиче-
ской концепции ОТО восходит к Милну [1] . Первая попытка её реализации путём использования 
конформной пространственно-временной геометрии принадлежит Хиллу [2], который ad hoc 
связал временно-подобный параметр группы специальных конформных преобразований (SCT) 
с темпом космологического расширения (константой Хаббла 0H ) и в линейном по параметру 
приближении установил пропорциональность длительности распространения сигнала величине 
красного смещения . Подход Хилла возрождён в недавней публикации Вулфмена [3] .
В наших работах [4–8] предложено использовать полупрямое произведение группы SCT 
и группы Лоренца SCT )P L= × , локально изоморфное группе Пуанкаре, в качестве группы сим-
метрии плоского предела ОТО . При этом получено точное аналитическое выражение для закона 
космологического расширения в виде явной функции красного смещения z, не содержащей, по-
мимо постоянной Хаббла, никаких свободных параметров .
Оно не только полностью воспроизводит наблюдаемый эффект перехода расширения к уско-
ренному режиму, но и содержит экспериментально проверяемые предсказания для значений z, 
лежащих непосредственно за пределами уже исследованной области . Такой результат обуслов-
лен исключительно спецификой описания процесса распространения свободных электромагнит-
ных сигналов в условиях конформной пространственно-временной геометрии .
Однако при этом остаётся открытым принципиальный вопрос о согласовании предложенно-
го кинематического подхода к описанию эффектов космологического расширения с традицион-
ной моделью Фридмана–Робертсона–Уокера (FRW), в первую очередь, с тем её разделом, кото-
рый относится (по терминологии С . Вейнберга [9]) к космографии и не связан с обращением 
к динамическим уравнениям ОТО . Этот вопрос и является предметом анализа в настоящей работе .
Теоретическая часть. Возможность получения в рамках группы SCT )P L= ×  явной зависи-
мости от красного смещения как относительной скорости ( )V z  взаимного удаления источника 
и приёмника излучения, так и продолжительности ( )t z∆  распространения сигнала, обусловлено 
трансформацией образующих светового конуса преобразованиями этой группы [4–8] . В этом 
проще всего убедиться, выделив одно пространственное измерение, что достаточно хорошо мо-
делирует ситуацию в современной наблюдательной астрофизике, имеющей дело с регистрацией 
электромагнитных сигналов от космологически удалённых источников .
Пусть 0{ , ,0,0}, { ,0,0}, diag{1, 1, 1, 1} .x x ct x V V g
µ
µν= = = = − − −
В переменных светового конуса 
 0 0 0 01 / 2( ), 1 / 2( ); 1 / 2( ), 1 / 2( )u x x v x x u x x v x x′ ′ ′ ′ ′ ′= − = + = − = +
преобразования Лоренца имеют вид
 
1/2 1/21 1, ,
1 1
v
u u v v
c
   + β − β  ′ ′= = β =     − β + β     
 (1)
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а SCT, определенные как
 
2
2 2
( ) ,
1 2( ) ( )( )
x b xx
bx b x
µ µ
µ +′ =
+ +
где 0 0 0
0
1
0, , 0, 0 , , 0,
2
b R ct t
R
µ  = − = > 
 
 – параметр, имеющий размерность времени, записы- 
ваются в следующей форме:
 0 0
,  .
1 1
u v
u v
u v
R R
′ ′= =
− +
 (2)
Преобразования (2) (конформные отображения переменных) сингулярны на линиях 
0 0 0( 2 )u R x R x= = − +  и 0 0 0( 2 ),v R x R x= − = − −  разделяющих псевдоевклидову плоскость на че-
тыре односвязных сектора .
Метрический инвариант группы Лоренца 2 2 20 4S x x x x uvµ µ= = − =  неинвариантен относи-
тельно группы SCT, поскольку, как это видно из (2),
 0 0
,
1 1
uv
u v
u v
R R
′ ′ =
  − +  
  
т . е . при SCT лоренцов инвариант 2S  умножается на фактор, сингулярный на линиях 0u R=  
и 0 .v R= −  Однако для случая 
2 0S =  инвариантность уравнения светового конуса имеет место 
2 2( 0 0)S S ′= ↔ =  в любой пространственно-временной области, не содержащей точек, лежащих 
на линиях сингулярности .
Очевидно, что условие 0, 0 ( 0, 0)u v u v≠ = = ≠  соответствует распространению сигнала 
в направлении к началу (от начала) координат . В дальнейшем начало координат будем ассоции-
ровать с точкой наблюдения . В интересующей нас ситуации следует рассматривать первый ва-
риант . Вводя для образующих конуса обозначения
 0 0
, ,
v v
u u c t u u ct
∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨
′= =
′ ′ ′= = = =
получим из (1) и (2) соответственно:
преобразование Лоренца:  
1/21
;
1
t t
∨ ∨ + β′ =  − β 
 (3)
SCT: 
  
 
1
0
1 ;
t
t t
t
−∨
∨ ∨  ′ = −  
 
, (4)
область изменения переменных:  
0
1
0
0 , 0 ,
1 ;
t t t
t
t t
t
∨ ∨
−∨
∨ ∨
′≤ ≤ ≤ < ∞
 
 ′ = +  
 
;
 (5)
область изменения переменных: 0 0, 0 .t t t
∨ ∨
′− ≤ ≤ − ∞ < ≤
Отождествляя малые приращения переменных t
∨
δ  и t
∨
′δ  с длиной волны испущенного 
1
em emt c
∨
− l δ = l 
 
 и наблюдаемого 1obs obst c
∨
− ′l δ = l 
 
 сигнала, с учётом стандартного определе-
ния красного смещения ( / 1 )obs em zl l = +  находим из (3) выражение
 
2
2
(1 ) 1
( )  .
(1 ) 1
z
V z c
z
+ −
=
+ +
 (6)
для относительной скорости .
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Формула, определяющая длительность распространения сигнала, имеет вид
 
{ }1/20( ) 1 (1 ) ,t z t z
∨
−∆ = − +  (7)
при использовании каждой из формул (4), (5) .
Выражения для ( )V z  и ( )t z
∨
∆  являются непосредственным следствием деформации образу-
ющих светового конуса при преобразованиях Лоренца и SCT соответственно . В первом случае 
эта деформация носит линейный, а во втором – нелинейный (конформное отображение) характер .
Формула (6) воспроизводит известный результат релятивистской теории продольного эффек-
та Доплера . Выражение (7) определяет длительность распространения сигнала от момента его 
испускания до момента наблюдения, и, насколько известно автору, в качестве следствия кон-
формной пространственно-временной геометрии ранее никем не выводилось . Дистанция ( ),D z  
пройденная сигналом, определяется выражением ( ) ( ) .D z c t z
∨
= ∆
Закон Хаббла, записанный на основе (6), (7) в следующей форме:
 
2 1/2
1 1
0 01/2 2
(1 ) 1 (1 )
( ) / ( ) ( ),
(1 ) 1 (1 ) 1
z z
V z D z t t f z
z z
− −+ − += =
+ − + +
задаёт кривую отклонений зависимости V D  от строго линейной во всей области изменения z 
(моделируя форму так называемой residual Hubble diagram, см ., напр ., [10]) . Из сравнения этого 
вы ражения при z  1 с линейным законом Хаббла 0V H D=  следует, что 
1
0 02  .t H
−=
Обратимся теперь к традиционной космографии, в основе которой лежит метрика Робертсо-
на–Уокера
 
2 2 2 2 2( )  .RWdS c dt a t d= − c  
Здесь dc – элемент длины в трехмерном пространстве; t – время, определяемое по часам со-
путствующего (т . е . неподвижного относительно Hubble flow) наблюдателя; ( )a t  – масштабный 
фактор – растущая безразмерная функция времени (нулевая пространственная кривизна) . «Кра-
евые» условия для ( )a t  выбираются следующим образом:
 ( ) 0, ( ) 1,zero obsa t a t= =
где zerot  – начало отсчёта на шкале времени; obst  – момент наблюдения, так что численное значе-
ние масштабного фактора изменяется в пределах 0 1 .a≤ ≤  Соответственно, область задания вре-
менной переменной t лежит между значениями zerot  и  .obst  Сама такая область может находиться 
как на положительной, так и на отрицательной временной полуоси .
Преобразованием метрики 2RWdS  к конформно-плоскому виду
 
2 2 2 2 2 2( ){ }RW CFdS dS a c d d→ = h h − c
вводится так называемое конформное время
 
def
1( )d a t dt−h =  (8)
в качестве первообразной ( )th  функции 1( ) .a t−
Конформный фактор 2 2( ) [ ( )]a a th = h  представляет собой функцию ,h  возникающую после 
подстановки в выражение для ( )a t  функции ( ),t h  обратной ( ) .th
Элемент расстояния ( ),dc  пройденного сигналом, находится из условия
 
2 2 2 2 0,CFdS c d d= h − c =
которое соответствует уравнению светового конуса в координатах ,  .x ch  Поэтому конечное рас-
стояние ( )c∆c = ∆h  определяется обычным образом через отрезок ∆h конформного времени 
 .fin in∆h = h − h
Вторым базовым элементом традиционной космографии является закон космологического 
расширения
 ( ) / ( ) 1 , ( ),fin in fin ina t a t z t t= + ≥  (9)
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который связывает масштабный фактор ( )a t  с наблюдаемым космологическим красным смеще-
нием z . Так как речь идёт о процессе распространения сигнала, то in emt t=  – момент его испуска-
ния, fin obst t=  – момент его наблюдения . Продолжительность распространения сигнала ( 0)t∆ >  
определяется как
  .fin in obs emt t t t t∆ = − = −
Поскольку ( ) 1,obsa t =  то выражение (9) всегда может быть записано в виде
 
1( ) (1 )  .ina t z
−= +
Поэтому, если функцию ( )a t  выбрать так, чтобы в результате интегрирования уравнения (8) 
возникла зависимость вида
 
1/2const ,ah =
то для промежутка конформного времени ( )a∆h  получим выражение
 
1/2 1/2 1/2const{ ( ) ( )} const{1 (1 ) },obs ina t a t z∆h = − = − +
которое по форме воспроизводит зависимость (7) для ( ) .t z
∨
∆
Теперь поставленная во введении задача сводится к ответу на вопрос: какова временная за-
висимость ( ),a t  при которой конформное время ,h  задаваемое соотношением (8), представляет 
собой конформное отображение времени сопутствующего наблюдателя t, т . е . функция ( )th  
имеет вид
 0
( )  .
1
t
t
t
t
h =
+
Ответ, вообще говоря, очевиден: это – функция
 
2
0
( ) 1
t
a t
t
 
= + 
 
 (10)
с областью определения 0 0 .t t− ≤ ≤
Важно выяснить, однако, как этот результат может быть получен в рамках традиционной 
космографии .
Пусть ( )a t  – растущая степенная функция времени, удовлетворяющая требуемым «краевым» 
условиям . Её наиболее общий вид таков:
 0
( ) , 0 .
n
zerot ta t n
t
− 
= > 
 
 (11)
Здесь 0 0t >  – числовой параметр, конкретное значение которого, равно как и выбор начала 
отсчёта времени, может различаться в зависимости от степени n .
Используя (8), находим
 
1 1
0
0 0
1
0
( ) ( 1)
1
( ) ( 1)  .
n n
zero zerot t t tt dt n t
t t
n
a n t a
n
− − +
−
− −   
h = = − + →   
   
−
→ h = − +
∫
Зависимость вида 1/2( ) ( )a f a ±h =  может возникнуть лишь в случае, когда 
1 1 ,
2
n
n
−
= ±  т . е . 
для n допустимы только два значения: 2 / 3n =  и 2 .n =
Поэтому
 
1/2
0
1/2
0
3 при 2 / 3,
( )
при 2 .
t a n
a
t a n−
 ′ =h = 
− =
35
Для промежутка конформного времени obs em∆h = h − h  с учётом 
1/ 2 1/ 2(1 ) ,a z −= +  obsh =  
1
0( 1) , ( ),emn t a
−− + h = h  находим
 
1/2 1/2
0 02/3
3 {1 } 3 {1 (1 ) };
n
t a t z −= ′ ′∆h = − = − +  (12)
 
1/ 2 1/ 2
0 02 { 1} {(1 ) 1} .n t a t z
−
=∆h = − = + −  (13)
Теперь обратимся к формуле (11) . Из условия ( ) 1obsa t =  следует
 0  .obs zerot t t= +
Поскольку, согласно определению, 0 0,t >  то возможны два варианта для масштабного фактора 
( )a t  и соответствующей области его определения
 
2/3
0
0
(I) ( ) , 0 , 0, ;obs zero obs
t
a t t t t t t
t
  ′= ≤ ≤ = = ′ 
 (14)
 
2
0 0
0
(II) ( ) 1 , , , 0 .obs zero obs
t
a t t t t t t t
t
 
= + − ≤ ≤ = − = 
 
 (15)
Для установления явного вида связи между временными переменными h и t следует снова 
воспользоваться определением (8)
 
1
0
( )  .a t dt−h = ∫
Для функций (14) и (15) получаем соответственно
 
1/3
02/3
0
3 ,
n
t
t
t=
 ′h =  ′ 
 
1
2
0
1  .
n
t
t
t
−
=
 
h = + 
 
 (16)
Выражения (15) и (16) дают ответ на поставленный выше вопрос . Переменные h и t связаны 
конформным отображением, если 
2
0
0
( ) 1 , 0,
t
a t t t
t
 
= + − ≤ ≤ 
 
 что в точности соответствует 
формуле (10) . Используя стандартное определение параметра Хаббла ( )H t  и параметра замедле-
ния ( ),q t  без труда находим для случая масштабного фактора, имеющего форму (11),
 
1 ( 1)( ) ( ) , ,zero
n n
H t n t t q
n
− −= − = −
т . е . параметр замедления вообще не зависит от времени, а его величина определяется значением 
степени n .
Поэтому
для  
1 1 1def
0
0 0 0
2 2 2
2 / 3: ( ) , ( ) , , 1 / 2;
3 3 3
obs
t t H
n H t H H t t t q
− − −′
′ ′= = = = = = =  (17)
для  
def
1 1 1
0 0 0 0 02 : ( ) 2( ) , ( 0) 2 , 2 , 1 / 2 .obsn H t t t H H t t t H q
− − −= = + = = = = = −  (18)
Теперь, используя формулы (12) и (13), можно получить из (16)–(18) явную зависимость от 
красного смещения промежутков времени сопутствующего наблюдателя:
 
1
0 3/2
2/3
2
( ) {1 (1 ) };
3n
H
t z z
−
−
=∆ = − +  (19)
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1 1/2
02( ) 2 {1 (1 ) } .nt z H z
− −
=∆ = − +  (20)
Таким образом, для воспроизведения в рамках традиционной космографии явной зависимо-
сти продолжительности распространения сигнала от красного смещения в форме функции вида 
{ }1/2( ) const 1 (1 ) ,z z − F = − ϕ +   для конформного фактора ( )a t  возможны только два вида расту-
щей степенной зависимости: 
3/2
03( )
2
H t
a t
 =  
 
 и 
2
0( ) 1 ,
2
H t
a t
 = + 
 
 где 0H  – наблюдаемое значе-
ние постоянной Хаббла . Формулы (19) и (20) воспроизводят соответствующую зависимость ( )t z∆  
для этих случаев .
Варианту 2 / 3n =  соответствует положительное значение ( )1/ 2q =  параметра замедления 
и значение 0w =  в уравнении состояния ,p w= r  что соответствует обычной материи (включая 
тёмную) в фридмановской космологии .
Вариант 2n =  в космографическом контексте никем ранее не рассматривался . Однако именно 
он приводит к выражению (20), воспроизводящему наблюдаемую форму диаграммы Хаббла 
в диапазоне 0,2 1,7,z< <  и даёт для параметра замедления значение 1/ 2,q = −  практически со-
впадающее с измеренным экспериментально . В традиционной космографии такому значению q 
соответствует 2 / 3,w = −  что приводит к тёмной энергии (или квинтэссенции) в традиционном 
динамическом подходе . Область определения масштабного фактора в этом случае примыкает 
к точке наблюдения со стороны отрицательных значений временной переменной, что выглядит 
естественным при описании ситуации, когда сигналы всегда «отправляются» из прошлого .
Дополнительным аргументом в пользу данного варианта может служить то обстоятельство, 
что, как это было впервые показано в [7], выражение (20) может быть получено непосредственно 
из закона расширения (9), если рассматривать его как функциональное уравнение для ( ) .a t  
В самом деле, представив (9) в следующей форме:
 
1 1( ) ( ) (1 ) ,a t a t t z− −− ∆ = +  (21)
где , , 0,fin int t t t t t= = − ∆ ∆ >  и воспользовавшись для функции ( )a t t− ∆  известным опера-
торным представлением
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 (21) сводится к следующему квадратному уравне-
нию для промежутка времени :t∆
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откуда выражение (20) следует непосредственно .
Поэтому можно утверждать, что зависимость ( )t z∆  вида (20) есть прямое следствие простей-
шего точного решения уравнения космологического расширения (9) . Понятно, что для нецелых 
показателей степени точные в этом смысле решения данного уравнения отсутствуют .
Заключение. Явное аналитическое выражение для функции от космологического красного 
смещения, которая не содержит никаких варьируемых параметров и полностью воспроизводит 
наблюдаемые особенности экспериментальных хаббловских диаграмм во всём исследованном 
диапазоне значений z, может быть получено в качестве следствия предположения о конформной 
симметрии плоского пространства–времени в локальном пределе ОТО . Ключевым здесь являет-
ся аналитическое выражение для длительности распространения сигнала в виде простой линей-
ной функции аргумента 1/2(1 ) ,z −+  которое является прямым следствием конформного отобра-
жения образующих светового конуса .
В настоящей работе показано, что возникновение такого рода зависимости в рамках тради-
ционной космографии (метрика типа Робертсона–Уокера плюс закон космологического расшире-
ния) в случае растущей степенной зависимости масштабного фактора от собственного времени 
сопутствующего наблюдателя (так называемое космическое время) возможно только для двух 
значений показателя степени (3 / 2 и 2) .  При 2 / 3n =  конформное и космическое время связа-
ны кубической зависимостью, при 2n =  – конформным отображением . Масштабный фактор 
в первом случае определён в области положительных значений временной переменной, во вто-
ром – в области отрицательных . Параметр замедления не зависит от времени и принимает зна-
чение 1/ 2q =  в первом случае и 1/ 2q = −  – во втором .
Случай 2 / 3n =  известен . Он соответствует значению 0w =  для уравнения состояния p w= r 
в традиционной фридмановской космологии .
Вариант 2,n =  насколько известно автору, до настоящего времени в рамках традиционной 
космографии не рассматривался . Однако именно он позволяет правильно воспроизвести карти-
ну, наблюдаемую экспериментально, оставаясь в рамках чисто кинематического подхода . В тра-
диционной космологической модели ОТО значению 1/ 2q = −  соответствует 2 / 3w = −  в уравне-
нии состояния (тёмная энергия, обладающая известными парадоксальными свойствами) .
Не исключено, что такой результат следует рассматривать как указание на неадекватность трак-
товки неожиданного, но кинематического по своей природе эффекта, наличием субстанции, непре-
рывно заполняющей пространство, но принципиально недоступной прямому детектированию .
Пути согласования результатов, вытекающих из кинематического SCT )L× -подхода с выво-
дами традиционной динамической модели, можно попытаться искать на основе использования 
эйнштейновского принципа эквивалентности, моделируя пространственно-временную окрест-
ность точки наблюдения сопутствующей системы некоторой областью внутри клина Риндлера, 
достаточно удалённой от горизонта, как это продемонстрировано в работе [8] . Дальнейший ана-
лиз такой возможности будет предметом специального исследования .
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KINEMATIC ASPECTS OF THE PROCESS OF ACCELERATING EXPANSION OF THE UNIVERSE
Summary
Within the framework of traditional cosmography (without reference to Friedmann’s cosmological equations) the metric 
of Robertson-Walker type is found, for which a relationship between conformal and cosmic times coincides in form  with the 
transformation of light cone generating lines with respect to a group of special conformal transformations . The metric gives 
birth to a constant value of the deceleration parameter equal to minus one second, which reproduces the effect of accelerating 
expansion of the Universe in good agreement with observations .
